Sur les fonctions satisfaisant à la condition 
de Lipschitz généralisée. 
Par 
Stanisław Ruziewicz (Lwów). 


Le but de cette note est de donner pour tout œ positif < 1 
un exemple d'une fonction satisfaisant à la condition de Lipschitz 
généralisée, est-à-dire à Pinégalité: 


[Fæ — fS Mr — y l5 
et ne possédant de dérivée pour aucune valeur de l'intervalle (0, 1). 
Soit œ un nombre positif < 1. Choissons un nombre naturel 
g > 2 suffisament grand pour qu'on ait 
0) (8g — 2} < g; 


on vérifie sans peine que de tels nombres g existent pour tout 


al: 
Posons pour tout nombre entier y, où 0<y< 3g — 3: 


a, = 3y = pour y= 0 (mod 3) 
. 2 1 
(2) a= E, = n 71 9 
— 2 1 
= 1% n y= 2 n 
On a 
— 1 

(3) 0<a<——, 
et 
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Soit x un nombre réel de l'intervalle (0,1), défini par le dé- 
veloppement 


PAR, Dee R 
(5) D TES 
posons 
(6) f£) = ay, T by, Oy, + b,, b,, ay, + by, b,, by, 4, IF NES 


La fonction f(x) ainsi définie est univoque pour tout nombre æ 
de l'intervalle (0, P: en effet, si x a deux développements différent 


t= 


ne He 2 y (y > 0) 
et 
— 3g— 3 
#5 7 8 mt" +R = Litres i 


et si f(x) est définie pour le premier de ces Fée 
ren y aF b,, a, +. + by, bpe byn- 1 lys 


en désignant par /(x) le côté droit de (6) pour le second déve- 
loppement, nous aurons 


fia) PE y à by, a D by, by, byna yai + 
3g — 3 
F bp pare byo ba Hgg F by bp byas Baa Tg H 
=a, +b, EN .70,0,...0, 0, + 
+ b,, by, o (a,,- + by), 
donc, d’après (4): 
= f(x). 


Soit maintenant 


et 
apoa 
= D a) 

où hni >11 et OLr+h<I 
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Le développement de x + h est 


(æ) Me ET, 
ou bien 
it Y» el \ D A 
MESE PE A 
he: at 
Di aii 


- 
Dans le cas (a) nous aurons 


fe + h) — fa) = bp, bpp: (as — yngi) + 
T (yapi ayap — byat Ayuts) +...) 
donc, d’après (2) et (3): 
1 za i 2 
e+ DIS 291 a+ er 


Dans le cas (8), en posant 


en M 
o peata Eai een 
Yı —3 3g— 3 


T E mt T a M 


nous obtenons (x et le second développement de £, et de même 
æ—+ h et le premier développement de £ coïncidant resp. dans ses 
n premiers chiffres et se différant dans le n + 1 chiffre), en utili- 


sant l'inégalité obtenue dans le cas q: 


Ire +a sa) S fe +2) —/O +176 —/01< 


Dans les deux cas (æ) et (8) nous obtenous donc pour Aœ 0O, 


Lr<1,0<r+h<1: 
1 
IAE FRET ES 2 
ce qui donne, d’après (1): 
4g 
| fæ + h) — fæ) | < [89 — Rd 


done 


| flæ + h) — f(x) | <3gh°. 


http://rcin.org.pl 


71 


Pour h < 0 on obtient l'inégalité 
Le +h) — (a) | < 83g |h |7. 


La fonction f(x) satisfait done à la condition de Lipschitz 
généralisée, 
Soit maintenant (5) le développement d’un nombre x, ou 
< x < 1, ayant une infinité de chiffres y, différents de 3g — 3. 
Supposons que pour une infinité de n,, tels que y, + 3g —3, 
on a 


Vs, = 0 (mod 2) 


(nous avons donc y, < 3g — 6). 
En SUR Ya, Par y», + 2, nous trouvons pour 


Y +2 \ 
T —2) La (3g — 2)» +2 fes = a 


d’après (1): 
f(a =a FO, a, +. + by, by, byn- a T 


(n +2) — 2 
bar bb b -— 
i Y1 Ya Fh A Yn,—1 ue "7 + 
1 
GL by, by, nes Mer Anti aie EI f(x), 
d'où 
ns SE 
#—+ 00 a — as: 
Or, en remplaçant Yn, Par Yn, + 3, nous trouvons, pour 
n x 
= Ve, + 3 ae Y 
Pas PEE ap T Bg 27 Far 
f(æ.,) tr ay, ak b, a Y: +. + by, Tiss byn, —32 Ie -1 + 
Yay a 3 1 
T by, b,, Te bi “Fable: à b,, b Ya" UP —1 g y, x tl Te n 


a LEA ai 
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72 
d’où, d’après (2): 
im EDA |1 Meu s 


= ©, 


ia | La — X | #00 


La fonction 4 est donc dépourvue de dérivée pour toute 
valeur x de l’intervalle (0,1), dont le développement à base 3g —2 
a une infinité de chiffres y, = 0 (mod 3), y, < 3g — 6. 

Supposons maintenant, qu’on a pour une infinité des indices n,: 


yn, = 1 (mod 3). 
En remplaçant y, par y, + 1, nous avons 
fa)= a, F by, 4, E F8, bae ELA at 


oe . ce 1 
+ by, b,, Mes SE be à Ari b, b Ya’ byn, 1 g ay, „t2 +H aii 


, | 1 
= fla) — bp bb, EE bra g ma te 


done 


fe.) fæ) (Bg — I by pebr : 


de, ÿ 
.[1— 24,, + — 28, 4 ay, 4 543 


En emplaçant y. par y, — 1, nous avons: 


z 1 i 1 
Fan) = SE) — bp, bpr brna g E On br brna g Irga Fr 


d’où 
fE) — fæ) _ (9—3 by, bp, e byn 1 


2, — x J g 
.[1 — 2a,, 4 — 20, 4 at — il 
flen) — fe) 
RE 


Si pour ces valeurs la dérivée existait, elle serait nécessaire- 
ment nulle, et nous aurions l'égalité 


® amla + b,. à ya +2 +.]= +. 


D'autre part, en remplaçant y, par y, + 2, nous avons: 
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= 1 
fe.) = f(x) + 26,, bp, b, 3 ds +20, by, b,, ; 
1 
; gr Sy, 42 +, 
d’où 
fæ )— fa) (2g — 3)= b, by,- byn , 
x —. 2g [2a,, 41 A 2b,, + Ay +2 +.) 


donc, la supposition que pour ces valeurs une dérivée existe, entraîne: 
lim [a …]= 
un. Yn + s bynt Oya +2 +..]=0, 


contrairement à (*). 

La dérivée de la fonction f(x) n'existe donc non plus pour 
ces valeurs de l'intervalle (0,1), dont les développements pour la 
base 3g —2 ont une infinité des chiffres y, = 1 (mod 3). 

Supposons enfin, qu'on a pour une infinité des indices n,: 


Y,=2 (mod 3). 
En remplaçant y, par y, — 2, nous avons: 
Je) = f(E), 


d’où 


im 2/0 


x —> 00 La, — + 


en remplaçant y, par y, + 1, nous obtenons: 


l 
fæ J= NA bp bydy a 
d’où 
) EC 
tim TO tim (2) 2 00. 
x->00 | z; 4—>00 g 


Donc, pour les valeurs æ du dernier genre la dérivée de 
f(x) wexiste pas. 
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Mais, évidemment, tout nombre de l’intérvalle (0,1) (à lex- 
ception de 1) appartient à un de trois genres considérés (car si 
nous avions Constantemment y,—3g—3 pour tout n>N, 
yy < 3g — 3, nous pouvions dans cet développemment remplaçer 
tous les y, par O et y, par y, + 1. 

Donc pour aucune valeur x de l'intervalle (0,1) la fonction 
f(x) n’a pas de dérivée (ni finie, ni infinie); pour s= 0, comme 
on voit aisément, il n’y a pas de dérivée à gauche, pour x = 1 il 
n'y a pas de dérivée à droite. 
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